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LE SYMBOLE DE BASSE LOGARITHMIQUE 


Stephanie Reglade 


Resume : Le but de cet article est de presenter la construction du symbole de Hasse logarithmique, analogue 
du symbole classique dans le contexte logarithmique et d’en etudier les principales proprietes. Cette etude 
permet d’obtenir une expression du defaut du principe de Hasse i-adique. Nous presentons ensuite des cas 
particuliers et obtenons une version logarithmique du theoreme de I’ideal principal. 

Abstract : In this article, we define the logarithmie Hasse symbol in the same way as the usual one but 
in the context of the logarithmic ramification. We study its fondamental properties. The interesting point 
is that we get an expression of the defect of the l-adic Hasse principle. Then we study particular cases and 
get a logarithmic version of the principal ideal theorem. 

Mots-clefs : theorie du corps des classes, theorie Aadique du corps des classes, 
theorie logarithmique. 

AMS Classification : 11R37 
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1 Introduction et Notations 

I.l Position du probleme 

Les objets etudies sont les Z^-modules fondamentaux de la theorie Aadique du corps des 
classes construits par Jaulent dans [Jil] on i designe un nombre premier fixe. Le contexte 
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logarithmique correspond an cas on I’objet local etudie : le £-adifie du groupe multiplicatif 
d’un corps de nombres est muni de la valuation dite logarithmique, construite a partir du 
logarithme d’lwasawa IM]. 

Le theoreme £-adique de la norme de Hasse (Ril] precise que dans le cas d’une ^-extension 
cyclique un idele principal est une norme globale si et seulement si c’est une norme locale 
partout i.e une norme pour chaque completion L^jKp on ^ | p. 

Nous sommes done spontanement amenes a considerer, dans le cas d’une ^-extension abe- 
lienne finie, le quotient des ideles principaux normes locales partout par ceux qui sont 
normes globales : ce quotient definit le "groupe de defaut" du principe de Hasse £-adique, 
objet analogue an groupe de defaut du principe de Hasse classique. 

Le but de cet article est d’etudier ce groupe de defaut du principe de Hasse ^-adique et 
d’en donner une interpretation arithmetique le reliant au groupe des classes logarithmique 
de degre nul. C’est le sens du theoreme 3.0.4 : 

Theoreme 

Soil LjK une i-extension ahelienne finie, CIl {respectivement Cix ) le groupe des classes 
logarithmiques de degre nul de L {respectivement K), Ctf le noyau de Vapplication norme 
Nl/k • CIl —> ^L/K^^L et I’ideal d’augmentation du groupe de Galois de LjK. 

Nous avons alors : 

\tL/KmL/K ■■ Nl/M = {Ci*L : : £k C Nl/M- 

L’outil utilise pour demontrer ce theoreme est le symbole de Hasse logarithmique defini 
dans le paragraphe suivant. Nous explicitons ensuite ces principales proprietes et etablissons 
une formule analogue a la formule du produit pour ce symbole. 

Nous etudions par la suite un exemple d’application et des cas particuliers de ce theoreme. 
Pour finir nous en presentons un corollaire : une version logarithmique du theoreme de 
I’ideal principal. 


1.2 Glossaire des notations 

Dans tout ce qui suit ^ designe un nombre premier fixe. Introduisons les notations suivantes 

Pour un corps local Kp d’ideal maximal p et d’uniformisante Tip, nous notons 

TZkp = jiui ^, Kp /Kp^ : le ^-adifie du groupe multiplicatif du corps local 
Ukp = ^ini^ Up/Up^ : le ^-adifie du groupe des unites Up de Kp 
Pour un corps de nombre K, nous definissons 

TZk = K^ : le ^-groupe des ideles principaux 

= YVpePij^ T^Kp : le ^-groupe des ideles 
Uk = Opgpi^ l^Kp '■ le sous-groupe des unitfe 
Ck = JkIKk '■ le ^-groupe des classes d’ideles 
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Dans le contexte logarithmique, nous posons 

Qp : la Z-extension cyclotomique de Qp 

Qp : la Z^-extension cyclotomique de Qp 

Vp : la valuation logarithmique associee a p sur TZxp 

Uxp = Ker(trp) : le sous groupe des unites logarithmiques locales 

Uk = ripePi^ ■ le sous-groupe des unites logarithmiques 

ip = [Kp : Qp n Kp] : I’indice absolu de ramification logarithmique de p 

/p = [Qp bl Kp : Qp] : le degre absolu d’inertie logarithmique de p 

ilpplKp = Zip] : I’indice relatif de ramification logarithmique de p 

Il^/Kp = [Kp n Zsp ; Kp] : le degre relatif d’inertie logarithmique de p 

•^K = Wp\;hKKp 

Ki”’ = Ka- n 

Dix = 0p place finie de K groupe des diviseurs logarithmiques de K 

V’ : ^ Dil 

a = (ap) I—^ il’(a) = p^’p(“p) 

place finie de K 


■ diviseurs logarithmiques premiers a m 

: diviseurs logarithmiques principaux attaches a m 

Dd^/K '■ groupe des diviseurs logarithmiques de degre nul 

CIlIK • groupe des classes logarithmiques de degre nul 
^L/K • lo conducteur logarithmique global de L/K 

fp : le conducteur logarithmique local en p 
■ le Frobenius logarithmique en p 
AiifK lo groupe d’Artin logarithmique de L/K 

TiK,m = • Ni^ii^{DPf/)) : le sous-module de Takagi logarithmique associe a m 

: le symbole de Hasse logarithmique 
^L/K,p ■ lo sous-groupe d’inertie logarithmique en p 
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^L/K - ^L/K,p 

Al/k = {a ^TZk/ ^{a) E 

Am : ideles principaux dont le diviseur logarithmique associe est premier a m 
A/^/x = {« £ T^k qui sent partout norme locale}. 

■^L/K,m = ^L/K Id Am- pour tout module m de A' 


2 Le symbole de Hasse logarithmique 

Nous introduisons, dans cette partie, le symbole de Hasse logarithmique analogue du sym¬ 
bole de Hasse classique dans le contexte logarithmique. Nous nous interessons a I’image et 
au noyau de cet homomorphisme. Nous rappelons au prealable les definitions de conducteur 
logarithmique et de I’application d’Artin logarithmique. 


2.1 Definitions et premieres proprietes 

L’objet local de la theorie Aadique du corps des classes est le £-adifie du groupe 

multiplicatif d’un corps local : TZk^ = ^m ^^ Kp A. II est ici muni de la valuation 
logarithmique definie comme suit |Ja2] : 


Definition 1. /,/ag)/ Soil K une extension finie de Q, p un nombre premier. Notons Qp la 
Tj-extension cyelotomique de Qp. Soit p une place de K au dessus de p, 

i) le degre i-adique de p est donne par la formule : degAp) = | ^^9lw{p) si p ^ £ 

} Ao^7m(l £j St p — £ 

a) le degre £-adique de p est defini par la formule : deg{p) = /p • deg^{p) 

Hi) la valuation logarithmique associee a p est : Vp{x) = —Logiw{Nj^ /q [x)) /deg^{p) , 
definie sur TZk^ et a valeurs dans Zi, Jja^ [proposition 1.2] 


C’est le choix du denominateur dans I’expression de la valuation logarithmique qui impose 
le choix de I’uniformisante logarithmique £ sur Ainsi le choix de deg£(^) = Log 7 ^(l 
impose £ = !+£., dil]. Pour A'p une extension finie de Qp, nous avons : 

Definition 2. Uniformisante logarithmique de TZk^ JB,e2^ 

Si p l£, I’uniformisante elassique VTp est aussi uniformisante logarithmique. 

Si p\£, une uniformisante logarithmique est un element ffp de TZk^ verifiant : 

LogiwiNx^/QfiTTp)) = /p degfi£) = Logiy,{¥'<’) 
oil £ designe I’uniformisante logarithmique de 'Nq,,- 

Le noyau de cette valuation definit le groupe des unites logarithmiques IAk^ de ■ Nous 
considerons une filtration decroissante du groupe des unites logarithmiques : a 

partir de laquelle nous posons les definitions suivantes : 
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Definition 3. Conducteurs logarithmiques 

i) Si L<^/Kp est une £-extension ahelienne finie ,et si n est le plus petit entier tel que 
C NL^iK^{nL^) alors I’ideal : 

fp = p” 

est appele conducteur logarithmique local associe d I’extension. 

a) Si L/K est une i-extension abelienne finie, le conducteur logarithmique global est defini 
par : 

]l/k = 

P 

Definition 4. L’application d’Artin logarithmique 

Soit LjK une £-extension abelienne finie. Soit p une place de K logarithmiquement non 
ramifiee dans L. Soit Dix le groupe des diviseurs logarithmiques de K. Soit fi/K le conduc- 

teur logarithmique global de de LjK , et Di^ ^ le sous-groupe des diviseurs logarithmiques 
premiers au conducteur . 

Nous definissons le Frobenius logarithmique attache a une place p logarithmiquement non 
ramifiee : 


{^) = {[^p],L/K) 

r 

avec TTp I’uniformisante logarithmique definie prealablement et [yrp] I’image de vfp dans Jk- 
Nous obtenons ainsipar extension Vapplication d’Artin logarithmique attachee d une place 
p logarithmiquement non ramifiee : 


,L/K. 


: De 


ifr/K 


p ^ 


Gal^K) 

(^) 


Definition 5. Le symbole de Hasse logarithmique 

Soient L une e-extension abelienne finie de K, a un idele principal a G TZk et p une 
place de K. Notons fp le conducteur logarithmique local associe d p et fL/K le conducteur 
logarithmique global de I’extension LjK. Considerons (5 G TZk verifiant 

a - (JaNL) 

- et/3 G7^^''’ . 

a 

Nous dirons que j3 est un p-associe logarithmique de a. 

Nous ecrivons alors fi{/3) = p“a avec a premier dp et a & ■ 

Nous definissons le symbole de la fagon suivante : 

p a 

Ce symbole, defini surTZx, est appele le symbole de Hasse logarithmique pourp dans LjK . 
Dans le cas particulier oil fp = 1, nous remplagons la condition ^ G par ^ est premier 

a p. 
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Remarques : 

i) L’existence d’un tel {3 est assuree par le lemme suivant : 

Lemme 2.1.1. Theoreme d’approximation l-adique jm, n.2] 
Le morphisme de semi-localisation 


pes 


est surjectif pour tout ensemble fini de places S. En effet, I’image de TZk est un sous-Tj^- 
module compact et dense. 


ii) Verifions que le resultat ne depend pas du clioix du p-associe de a. 




En effet, si (3 est un autre p-associe de a, alors nous avons £ E et /3 E TZj^ et 


E et /3' E 7^ 


,(fp) 






, a savoir ^ E et ^ E TZj^ 


I ^L/K s 

^ fp ’ 


Finalement, nous avons 


done ^ E . Ecrivons 'i/’(/3 ) = p“ nous en dMuisons alors que a = a'. Finalement, 

S II suit que (■^^) = (■^^) car E noyau de rapplication 

d’Artin logarithmique. 


Proposition 2.1.1. Le symbole logarithmique de Hasse pour p a les proprietes suivantes : 

i) e’est un homomorphisme de TZk dans Gal{L/K) 

ii) si p /fi/K; alors ou ipia) = p“a avec a premier a p 

Hi) la restriction de ( a M (Z L est ( 

Demonstration, i) j3 et (3' etant des p-associ& de a et a , alors f3f3' est un p-associe de aa . 
De I’ecriture 'i){j3) = p“a et 'i){j3 ) = p“ a', nous en deduisons que V'(/3/3 ) = p“p“ aa'. II suit 

alors que car I’application d’Artin 

logarithmique est un homomorphisme. 

h) Comme par hypothese p /['\l/Ki nous avons que fp = 1. Par definition j3 un p-associe 

de a verifie : ^ est premier a p et /3 E TZ^^^^\ Ainsi diP) = ^ Alors 

^ ^ i yj)p-^) = car I’autre terme est dans le noyau 

du morphisme d’Artin logarithmique. 

hi) Soit j3 un p-associe de a dans A/AT, alors (3 est encore un p-associe de a dans M/K 
pour M C A. En effet ]M/K\hlKi de meme ~L mIk\U LtK-, et Nqus avons 

' ' r: / ri / ]p,M/K )p,L/K 

alors, si V’(/3) = P^Oj ) ■ Or est la restriction de a 

M. □ 


Theoreme 2.1.1. L ’image de Pk par le symbole de Hasse logarithmique pour p dans LjK 
est egale au sous-groupe de decomposition pour p dans L/K. 
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Demonstration. Nous rappelons ici que pour une place p de K, etre completement decom- 
posee au sens classique ou au sens logarithmique c’est la meme chose. Designons alors par 
M le corps de decomposition de p, alors p est completement decomposee dans M/K : par 

la proposition precedente ii) et hi), nous en deduisons restreint a M est et 

'j = Or est le Frobenius logarithmique en M : de part 

la dehnition de M, nous avons done = 1 et G Gal(L/M) : done I’image 

du symbole de Hasse logarithmique est contenue dans le sous groupe de decomposition. 

Reciproquement, il nous faut montrer que le symbole de Hasse logarithmique est surjectif 
sur le sous-groupe de decomposition de p. Designons alors par I le corps d’inertie loga¬ 
rithmique de p, a savoir qui correspond a I’extension maximale logarithmiquement non 
ramihee : 


L 

e~p 

I 

fp 

M 


K 

Considerons a G Gal(L/M) C Gal(L/Rr), alors par la surjectivite de I’application d’Artin 
logarithmique, nous pouvons trouver b G tel que (—^) = cr. Le but est alors 

de montrer que (—^) se met sous la forme Or a restreint a M c’est I’identite, 

done = 1, et ainsi (-^) G Gal(//M). Or nous savons que (-^) est le Frobenius 

logarithmique en p dans I/K, done il est d’ordre fp et engendre le groupe de Galois 

Gal(//M). {-^) s’exprime done comme une puissance du Frobenius logarithmique. Par 

suite il existe done une puissance p“ de p telle que p“6 G Al I . L’egalite du lemme 

llK,{ApL) 






suivant f permet alors d’ecrire : p“6 = ificAc avec a G 

IP 

et c G A£k- Nous considerons alors { °‘’^p^ ) '■ a est un p-associe de lui meme, et nous avons 
V^(a) = p“6c-^ Ainsi (^4^) = (^) = (^). 


□ 


Lemme 2.1.2. Si I est le corps d’inertie logarithmique dans LfK, pour la place p de K, 
alors nous avons I’egalite suivante : 


L/K K 

'P 
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Demonstration. Nous avons d’abord I’inclusion Air ^ C Ai : en effet, 

'P 

I C L done fi/K\fL/K et fpj/K\fp,L/K- Or P est une place logarithmiquement non ramifiee 

(P/K. 

U/K - 

dans /, done ^pj/K = 1-11 suit que nous en deduisons done que Plj^ 


C 


C Aijjx de part I’egalite des groupes d’Artin et de Takagi. D’autre part 


f-L/r 


P/K 


fp 


nous avons done C Df-x'^ et par definition du noyau d’Artin, nous obtenons 

A/k 

Aii^jx C C . Et comme / C L, nous avons Ai^jx C Aiijx-, d’ou la 

premiere inclusion. 

f (kiL) 

Considerons alors les sous-modules de congruences EiSl P. 70] )et 


(4^ N Ainsi nous deduisons de I’inclusion AP/xP^k'^ <Z Ai ? , , 

fp jixPAPA) ' IIKPAPA) 

rp _ IP 

et de la correspondance du corps des classes IRe3l p .76] : A£ | , est associe a I, et 

(b^) 

AixPix associe a la sous-extension I' intermediaire entre I et K. Or p ne divise 

pas ); 6t le conducteur de la classe de congruences a les memes diviseurs premiers que 

fp 

le conducteur logarithmique global |Re3l p .78] : par suite nous en deduisons que p est une 
place logarithmiquement non ramifiee dans I'. Et de ce fait P = I, nous obtenons alors 
I’equivalence des deux sous-modules de congruences ci dessus, et finalement I’egalite. □ 




Proposition 2.1.2. Caracterisation du noyau du symbole de Hasse logarithmique 

Une condition necessaire et suffisante pour que = 1, on a G TZx ^st que a soit 

norme locale en p. 


Demonstration. Supposons que a soit norme locale en p alors Op G Ni^/Xp'P'Ltp- H existe 
done zspi G 'JZl<p tel que Op = Ni^/Xpi^s^s)- Ecrivons alors a = Ni/xix)u avec x G TZl 
dont toutes les coordonnees valent 1, sauf Xtp pour ip|p que nous prenons egal a zqj; 

(1 'j 

et u G (en fait u = a en dehors de la p-ieme composante que I’on prend egale 

a 1). Alors grace an lemme d’approximation t'-adique, nous pouvons trouver y G Pl 

(Wa) 

tel que ^ G et y G Pj^ , les modules etant les etendus a L. Ainsi nous avons 

(k/A) 

P^l/k{x) ^ T^^x^ et Nijxiy) G Px ■ Pai' suite, Nijxiy) est un p-associe de a. Ecrivons 
ipiy) = OlA avec O qui contient les diviseurs premiers au dessus de p et 77 etant premier 

a p i.e 77 G . Ainsi 'i/jiNi/xiy)) = Niixiipiy)) = Nl/x{0)Nl/x{U). II suit alors 

(o^) ^ = 1 puisque NLjxPi't^'"^ C Aix- 


8 





























Reciproquement supposons = 1, et designons par Xp I’ensemble des elements 

a G TZk tels que = 1- Alors nous avons la suite exacte suivante : 

1 —)■ Xp —> TZk —t Dp —)■ 1 

ou Dp designe le sous-groupe de decomposition de p. D’apres la partie directe, nous savons 
que TZk H ^ ^p- Or isomorphe au groupe de Galois local, et 

est d’indice Cpfp = dp/p. Or ^ Par suite nous en deduisons 

I’egalite Xp = 7^ii- O N^^jk^TZl^. □ 

Remarque : Le symbole de Hasse logaritlimique permet egalement, comme dans le cas 
classique, une description du sous-groupe d’inertie logaritlimique associe a une place p et 
une d-extension abelienne finie L/X, celui etant defini comme le sous-groupe du groupe de 
Galois de I’extension, qui fixe I’extension maximale de K logarithmiquement non ramifiee. 


Theoreme 2.1.2. L/K etant une i-extension ahelienne finie, la restriction du symbole 
de Hasse logaritlimique aux ideles principaux dont le diviseur logaritlimique principal est 
premier d p a pour image le sous-groupe d’inertie logaritlimique pour p dans LfK. 


Demonstration. Notons TZk,p I’ensemble des ideles principaux dont le diviseur logaritli- 
mique principal est premier a p. Si a G TZk,p, un p-associe de a, /? a pour image un 

diviseur logaritlimique principal i/'(/3) premier a p puisque ^ G TZ^k\ et = (^py)- 

Designons par I le corps d’inertie logaritlimique et par Ip le sous-groupe d’inertie logaritli- 

mique. Par definition du p-associe, nous savons que j3 G TZj^ , Or ~^i/k\^l/k = 


fp 


fr/i 


comme ^j/k est premier avec fp, nous obtenons que est un multiple de ^i/k-, ainsi de 
part I’expression du noyau de I’application d’Artin : = 1- 

Reciproquement, supposons que a G Ip, par la surjectivite du symbole d’Artin logaritli- 

mique il existe b G tel que (—^) = cr. Gomme a G Ip, nous avons (-^) = 1- 

Finalement, b G C AT. lemme precedent, nous savons que 


(1^) 


fp 


^ fp ’ 


= AT 'u il existe done a G TZj,- ’’ et c G ATt/k tels que b = mhia) 
iIK,(MX) ^ / 


fp 


ATlikP^k 

et a est premier avec p car 6 et c le sont. Ainsi, comme a est son propre p-associe, nous 
obtenons : = (||) = (^) = (Dl. - 


= a. 


□ 
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2.2 La formule du produit et sa reciproque pour le symbole de Hasse 
logarithmique 

Theoreme 2.2.1. Formule du produit pour le symbole de Hasse logarithmique 
Soit L/K une (.-extension abelienne finie et a G Hk, alors le symbole de Hasse logarith¬ 
mique verifie la formule du produit : 




Demonstration. Ce produit a tout d’abord un sens en vertu de la proposition 2.1.1 prece- 
dente : si p alors ou ^p{a) = p“a avec a premier a p. 

II suit done que si p /[fL/K 6t p /fV’(«) (i-e a = 0) alors = 1. Ainsi, le symbole 

de Hasse logarithmique ne pent etre different de 1, que pour les places logarithmiquement 
ramifiees dans L/K, { done divisant le conducteur logarithmique global ^l/k ) les places 
divisant 'ijj{a). 

Soit a E TZk, posons alors : 


V^(a) = Yl 

i=l 


avec dans {pi, p 2 ,..., pp} outre les diviseurs premiers de les places finies logarithmi¬ 

quement ramifiees. Enfin, notons pp+i,...,pij les places a I’infini logarithmiquement rami¬ 
fiees qui par convention sont les places a I’infini ramifiees au sens classique )Ja2j . 

Pour i = 1...R consid&ons fdi un pj-associe de a alors par definition : 


A 

a 


E et /3i E 7^ 


i%HL\ 
^ fPi 
K 


Nous posons 'ip{l3i) = p/fcLi et ainsi ) = {~^)i avec la convention a* = 0 pour les 

places a I’infini. Par hypothese, ^ E il en decoule que V’(^) sst premier a pj. Or 

nous avons : 

, .Ax ^ ^ pT(^i 

Nous en dMuisons done que pour tout i E [1, i?] , = Uj, et finalement nous obtenons : 


V’(a) = np*”*- 

i=l 


II s’ensuit alors : 


R 


n( 

2 = 1 


a,L/K. 


R 

n( 

2=1 


L/K L/K 


n 


R 

i=l ' 


d’apres la propriete de multiplicativite du symbole d’Artin. 

Le but est de prouver que dans le noyau de I’application d’Artin logarithmique. 
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Or nous avons Oii V'(A) = Dili Hill Comme a* = 0 pour les places a I’infini, il 
vient done : 


R 


R 


R 


= V'(a) n®* n®* = 


i=l 2=1 

Soit alors j G {1, •••, -R}, nous avons : 


i=l 


i){a) 


a 


-‘■-‘■a a 


Nous en deduisons done 


R 


nl‘^4"’ 

2=1 

Les modules etant deux a deux premiers entre eux (chacun est une puissance de pj), 11 
vient : 

n ^ e wSL"’^’^(n 

2=1 2=1 

Finalement, nous obtenons, compte-tenu de I’expression du sous-module d’Artin logarith- 
mique : 


n 

2=1 


Pi 


= 1 


d’ou le resultat puisqu’en dehors de ces places ce produit vaut deja 1. 


□ 


Theoreme 2.2.2. Reciproque de la formule du produit 

SoitL/K une i-extension abelienne finie, S un ensemble fini de places de K, (cTp)p G OpRp; 
oil T>p designe le sous-groupe de decomposition de p dans LjK, tel que : 


alors il existe a G TZk verifiant : 


1 pour p ^ S et P cTp = 1 
P 

a, L/K, 


= do 


pour toute place p. 


Demonstration. Tout comme dans le cas classique, nous ne changeons pas le probleme en 
supposant que toute place logarithmiquement ramifiee est dans S, a condition de supposer : 
CTp = 1 pour toute place p logarithmiquement ramifiee rajoutee. 

Notons alors le conducteur logarithmique global de I’extension et considerons m un 
multiple de ce dernier, tel que toute place de S figure dans m et seulement les places de S. 
Comme I’image du symbole de Hasse logarithmique est le sous-groupe de decomposition 
de la place p, nous en deduisons : 


Vp G 5 dcKp G TZk tel que 


,a 


P> 


L/iL, 


= O', 


p- 
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Designons par trip la p-participation de p dans m alors nous avons : 


C et fp|mp 


fr/ 


ils’ensuit 

mp 


(^) (%^) 

V ■ 


'^K '5Mpl‘‘^P • 

Pour chaque p G 5, nous pouvons done trouver un p-associe /?p de ap verifiant : (les 
conditions imposees an niveau du p-associe sont un pen plus restrictives que d’habitude) 


et 


ap 


en 


(mp) 


K 


C 7^ 


(/p) 

K 


(3p^n 



(^) 

Nous posons alors '0(/5p) = p“'’&p- Comme j3p G > nous en deduisons que V’(/3p) est 

premier avec Or bp est choisi premier a p, done bp est premier a m ( sinon m|6p et 
comme bp est premier a p, nous aurions ^|'0(/3p)- ) H suit bp G Di'x- 
Par hypothese, nous avons OpeS'^P = 1) d’ou 


n( 


L/K 


1 i.e ( 


L/K 
Hpes h 


= 1 . 


II s’ensuit alors OpeS ^p ^ st comme OpeS ^P ^ > iio^s en deduisons finalement : 

npeS^P ^ suite, il existe u G 7?.^^ et 77 G tels que 


llbp = i;{u)NL/K{m- 

pes 

Posons alors a = u~^ Opes/^p) ainsi il vient : 

V’(a)=V’(/3p)= 4’iu~^) n n =n ^l/k{u)- 

pes pes pg5 pg5 


Nous cherchons alors a exprimer pour toute place q de K. 

-Si q G 5, /3q est alors un q-associe de a. 

En effet, par construction nous avons d’une part : /?q G '' . Et d’autre part, nous obte- 

nons ^ = u~^ npeSp^q f^P- nous savons /3p G TZ^'’’ pour chaque p done Hpgsp^q /^p £ 
et u G 7?.^^ C 7^^"^ car mq|m. Ainsi il decoule ^ G 7^^''^ 

Finalement, nous obtenons = (~^) = 

-Si q 0 5, alors nous avons fait en sorte que q soit logarithmiquement non ramifiee i.e 
q /fi/ig. D’apres la proposition 2.1.1 ii), le symbole de Hasse ne depend alors que de la 
q-valuation de ip{a). Or celle-ci ne depend que de la q-valuation de car q 0 5 : 

elle est done divisible par le degre d’inertie logarithmique fq. Done le symbole de Hasse 
logarithmique vaut 1, d’ou le result at. 

□ 
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Corollaire 1. Si pour tout p G S', cjp appartient au sous-groupe d’inertie logarithmique Fp 
alors via le theoreme 2.1.2 precedent, nous pouvons prendre Op premier d p ; ainsi les /3p 
seront premiers d m done au conducteur logarithmique global de Vextension. Ainsi a est 
premier au conducteur logarithmique global. 


3 Interpretation arithmetique du sous-groupe de defaut du 
principe de Hasse ^-adique 

3.1 Le theoreme et sa preuve 

Cette section est consacree a la preuve du theoreme suivant : 

Theoreme 3.1.1. Soit LjK une i-extension abelienne finie, 

CIl (respectivement Cix ) le groupe des classes logarithmiques de degre nul de L (respective- 
ment K) defini par Jaulent i.Ja^ comme le quotient du groupe des diviseurs logarithmiques 
de degre nul par les diviseurs logarithmiques principaux, 

Ci*j^ le noyau de I’application norme : C(.l —t Ni/j^CiL 

^LjK I’ideal d’augmentation du groupe de Galois de LjK. 

Nous avons alors : 

\^l/k\{-1^l/k ■ ^l/kT^l) = {Cir ■ ■ £k n N^ixTIl) 


3.1.1 Etapes intermediaires 

Remarque I: 

Soit L/K une ^extension abelienne finie, a G TZk etant suppose partout (i.e pour toute 
place de K) norme locale dans LjK. 

Si V'(«) = avec p /a et a G alors TZk etant plonge dans Jx par I’injection diagonale, 
nous en deduisons localement : 

a = TTpU 

avec TTp I’uniformisante logarithmique pour p et n une unite logarithmique, et 'Up(a) = a. 
Or par hypothese, a est suppose norme locale partout, nous avons done aussi : 

a = ^L.p/iCp(^w^) 

pour ip|p, avec fitp uniformisante logarithmique dans Ltp et w une unite logarithmique dans 
L(p. Or Ni^^jx^ (fitp) est de la forme itp'^v avec v une unite logarithmique de Kp, il en resulte 

done : a = A/p, ainsi p“ = p^-^^ = a savoir p“ est une norme globale de sorte 

que ipia) est bien une norme globale i.e il existe il G Dii/x h^e 

V’(a) = NL/x{ii). 

Nous pouvons meme modiher a modulo Ni^jx{x) pour x G de sorte que 

V>(aiVi/^(x)) = 

avec 55 G pour tout module m. 
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Lemme 3.1.1. L/K etant une i-extension abelienne finie, m un module donne de K, il G 
DIl (respectivement x £ L) tel que soit premier d m (respectivement 

premier d mj alors il existe un diviseur logarithmique ^ de L (respectivement y £ L ) 
premier d m tel que (respectivement Niij^{y) = Ni/x{x)). 


Remarque II : 

LjK etant une ^-extension abelienne finie, notons les elements de IZk qui sont 

partout normes locales, = ^L/K Am, on m designe un module de K et Am les 

ideles principaux dont le diviseur logarithmique associe est premier an module m. Nous 
considerons alors I’application canonique : 




L/K,m 


J^L/K 

Nl/rT^l 


Le noyau correspond aux elements a £ ML/K,m pour lesquels 3x £ IZl tel que a = 
Nl/k{x). Comme par hypothese a £ A^, par application du lemme ci-dessus, nous avons 
a £ Nii^Rm- 

Quant a la surjectivite de I’application ci-dessus : soit a £ Ml/k of soit p\m divisant V’(®) 
le diviseur logarithmique associe a a a une certaine puissance A positive, comme a est une 
norme locale A est divisible par le degre residuel logarithmique /p. D’apres la remarque I, 
nous pouvons modifier a modulo de telle sorte que a soit premier a m. 

Ainsi, il vient : 

^L/K,m ^L/K 




^l/rT^l 


Definition 6. Soit LjK une i-extension abelienne finie, nous posons : 


Al/r = {a£nK/ V’(a) G 

Ainsi les elements de A^/x diviseur logarithmique associe premier au conducteur 

logarithmique global. 

Nous definissons egalement I’application suivante pour un ensemble S des places de K 
logarithmiquement ramifiees dans L : 


i’L/R 


■^L/R ^ L/R — n 

a I-)- 


^ LIK,p 

/ ,a,L/R^ 

V-") V D y 


\\h/K 


ou p designe le sous-groupe d’inertie logarithmique en p dans LjK. 

Remarques : 

Cette application a un sens : car si nous restreignons le symbole de Hasse logarithmique 
aux ideles principaux dont le diviseur logarithmique associe est premier a p, alors I’image 
du symbole est le sous-groupe d’inertie logarithmique (theoreme 2.1.2). 


Proposition 3.1.1. Nous avons : = 


{a £ A 


Il/i 


partout norme locale}. 


14 



Demonstration. Compte-tenu de la caracterisation du noyau du symbole de Hasse loga- 
rithmique, les elements du noyau de '4’l/k sont ceux qui sont normes locales en tout p, 
V\^L/K- Or si q a G Aljk est norme locale en q car '0(«) est la norme d’un diviseur 

logaritlimique, done a a la bonne valuation en q. 

Reciproquement soit a G suppose partout norme locale. Alors nous obtenons en 

utilisant le remarque II : G ^). Ainsi a G et a est norme local en 

particulier en tout plfi//^. 

Le noyau est done bien celui annonce. 

□ 


Definition 7. L/K etant une i-extension ahelienne finie, nous posons : 

MlfK = {a G TZk qui sont partout norme locale}. 

Et pur tout module m de K, posons : 

■^L/K,m = ^L/K O A^. 

Definition 8. Nous appelons sous-groupe de forme des 

families telles que crp = 1. Nous notons I’ordre de ce sous-groupe. 

Theoreme 3.1.2. LjK etant une i-extension abelienne finie, alors nous avons la suite 
exacte suivante : 




L/K,fL/K 


A 


L/K 


L/K 


Demonstration. C’est du d’une part a la reciproque de la formule du produit pour le sym¬ 
bole de Hasse logaritlimique. Nous appliquons en effet le theoreme 2.2.2 pour S I’ensemble 
des places de K logarithmiquement ramifiees dans L et y = (c’'p)p||^^^ £ ^L/K- Nous pou- 
vons done expliciter un antecedent a G TZk premier an conducteur logarithmique global 

tel que : = CTp, i.e dans A^jx- ^ L/K ®st bien I’image decrite. D’autre part, le noyau 

ds f^L/K ^ decrit precedemment dans la proposition 3.1.1. 

□ 


3.1.2 La demonstration du theoreme 

Demonstration. Soit fi/x conducteur logarithmique global de I’extension L/K conside- 
ree et soit a G A^/Ki alors par definition nous avons : 

V'(«) = Nj^ik{U) 


avec lA G Di 


Il/k 

L/K 


. Or lA est defini modulo I’ideal d’augmentation note 
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U G 


fh/K 

L/K 


De 


DC 


L/K 


. Nous considerons alors c£(h() la classe de U modulo Ci] 


^L/K 


Nous obtenons ainsi une application : 


A 


a. 


L/K 




Nous explicitons le noyau de cette application : 

ci{U) G si et seulement si U = '0(^)0® ^ ^L, £ Gal(L/i^) et 

iPi G £^l/k- Ainsi ■0(a) = = ^L/Kii’ix)) = i^{£^L/K{x)), i-e a et x ne different 

que par une unite logaritlimique e G £k d’ou : a = iVi/^(x)e. Comme ■0(a) = 0(iVi/;^(x)), 
nous en deduisons le noyau : designe les ideles principaux 

de L dont le diviseur logaritlimique associe est premier au conducteur logaritlimique. 

De plus cette application est surjective. 

Nous obtenons done la suite exacte suivante : 


1 ^ SxNl/x^j^^^ 


Or nous 


disposons de la suite exacte : 
1 

Et nous avons 


C£r 


Ainsi il vient, 


C J\f, 


' ^ t'L/K 1- 


•^L/K 


U -^ 

Done via les tlieoremes d’isomorpliisme, nous obtenons : 

•^L/K 

-^-- ^L/K 




il en decoule : 


\^l/k\\ 

L’autre suite exacte nous indique : 


l/kJl/k 




L/kJl/k , _ I Al/K 


Al/K 


~ Jk 

C£, 


■Al/k 


et a nouveau via 
^X^^IX^L/K ■ 


£xNL/x^f^^^ at 

le tlieoreme du double quotient, nous obtenons comme C 
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Finalement, nous obtenons : 


•^L/K 

^ Cl\ 

Nl/kA,- 


, ^L/K I Oil 

Or 


~^^^^IK^hiK ^ £k 

^L/K n NL/K^f\^^ 

Finalement, nous avons : 


d’ou le r&ultat compte-tenu de la remarque II. 

□ 


3.2 Exemple d’application du theoreme 
Exemple : 

Considerons I’extension biquadratique suivante : L = Q{i, \/7)- Nous avons alors le schema 
suivant : 


Q(i) 


Q(^,^/7) 



Q(v^) Q(V7) 



Bilan des places ramifiees an sens de la ramification classique : 

-2 est ramifiee dans Q(i)/Q 

-2 et 7 sont ramifiees dans Q(\/—7 )/Q 
-2 et 7 sont ramifiees dans Q(\/7)/Q 

Bilan des places ramifies an sens de la ramification logarithmique : 

Nous rappelons que dans le cadre des ^-extensions ramification classique et logarithmique 
ne different que pour les places an dessus de I |Ja2| . Nous utilisons egalement )Re2| . 

-2 est logaritmiquement ramifiee dans Q(i)/Q, 
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7 y est logarithmiquement non ramifiee 

-2 est logarithmiqnement non ramifiee dans Q(\/—7)/<Q (car —7 = 1 mod8), 

7 y est logarithmiqnement ramifiee 

-2 est logarithmiqnement ramifiee dans Q(\/7)/Q) tout comme 7. 

Calcnl des differents termes de I’expression dn defant dn symbole de Hasse logarithmiqne : 
-ponr |fi/Q| : 

le sons-gronpe d’inertie logarithmiqne fixe par definition I’extension maximale logarithmi¬ 
qnement non ramifiee. Nons avons : r £^2 = Gal(L/Q(\/7)) =< cr > et = Gal(L/<Q)(i) =< 
r >. II en deconle = 2. 

-ponr (C£l : : 

L est logarithmiqnement principal f |Sol[ p.45]) done ce terme est trivial. 

-ponr (^Q : n ■ 

d’apres |So2[ Rem p.3], £q coincide avec le tensorise dn gronpe des 2-nnites logarithmiqnes 
de Q, et est en partienlier genere par —1 et 2. Or —1 n’est pas norme. Etndions le cas 2 : 
comme 7=1 mod8, —d est nne nnite 2-adiqne, ainsi Q 2 (*) = Q 2 iVd) d’ou [Q2{i,Vd) : 
Q 2 ] = 2. Notons ^ nne place de L an dessns de 2. Comme 2 est logarithmiqnement ramifiee 
dans L, LspOQ^ 71 L<^, cette inclnsion etant stricte, il vient done : LfpOQI = Q 2 - L’indice 
de ramification logarithmiqne est done trivial, ainsi 2 est norme : IV(^) = 1.2 = 2. II 
s’ensnit : {£q : £q O Nl/qTZl) = 2. 

Par application precedent, nons en dednisons qne dans cet exemple, le defant dn symbole 
de Hasse logarithmiqne est trivial : (-^l/q/^/q • ^l/k77q) = 1. Le principe de Hasse 
logarithmiqne s’appliqne done dans cette extension. 


3.3 Premier cas particulier : celui des ^-extensions cycliques 

Rappelons d’abord la formnle des classes logarithmiqnes ambiges |Ja2[ §4] . 

Par definition dn gronpe des classes ambiges, la cohomologie nons donne le diagramme 
snivant : 


1-^ P£k -^ Dix -^ Cix -^ 1 

L, 

1-- Pii -- -- Hi(G, Ph) -- Hi(G, DIl) 

on j est le morphisme d’extension de classes. Le lemme dn Serpent nons permet alors 
d’ecrire la snite : 

1 ^ PlL/PiK D£lID£k ciirmK) h1(G,P^l) a \i\G,D£L). 
pnis la formnle : 

I«°| = 

(P4 
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Proposition 3.3.1. Formule des classes logarithmiques ambiges jm §4j 

LjK etant une (.-extension cyclique de groupe de Galois G, satisfaisant la conjecture de 

~ G 

Gross, I’ordre du sous-groupe anibige Ci^ est : 



\^^k\Y\p^P£'^ dp{L/K)Y\^^p^o ep{L/K) 

- —^^- - -Coker 0 

[L-:K-]{£k-.£kGNl^kT^l) 


Proposition 3.3.2. L/K etant une (-extension cyclique de groupe de Galois G, satifsai- 
sant la conjecture de Gross, nous avons : 


{C(k ■ Nl/kC(l) 


_ \fL/KW-K^] _ 

ripep^” dp{L/K) npgP4ep(L/i^) \Cokexj)\' 


Demonstration. LjK etant une ^extension cyclique, par le theoreme Cadique de la norme 
de Hasse jEil] nous savons : (A/p/p; : = 1. II vient done en appliquant la formule 

du theoreme precedent : 

ITl/kI = iC(l ■■ C(p^^^)i£K : £k n Np^kUl). 

Or la formule des classes ambiges etablie par Jaulent nous donne dans ce contexte : 


{£k : £k n NiikTZl) 


\^^K\Y\p^P£’^\Coker(l}\dp{L/K)Wp(zpiO &p{L/K) 

- - -- - -1 Coker^l 

[L- : 


II en decoule : 


(C(* ■ =_ \^l/k\[L’' ■ _ 

^ \C(^l\ npeP£-'^p(V^) npGP4ep(L/A:) |Coker(/)|' 

Or nous disposons des deux suites exactes suivantes : cr designant un generateur de G = 
Gal(L/i^), 

1 ^ etp CIl Nl/kC(l 1 (1) 


1 




1 


( 2 ) 


D’apres (1), nous en deduisons : 


\Ctp\ 


m\ 

\Nl/kC(l\ 


et par (2), nous avons egalement : 



m\ 

\c^l\ 
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Finalement nous obtenons : 


Ainsi, nous avons : 


|C4I 


{CIk '■ Ni/xCii)- 


{C£k ■ Nl/xC^l) 


_ \tL/K\[L^-K^] _ 

OpGP^^ dpiL/K) UpePe% ep{L/K) |Coker0|' 


□ 


3.4 Deuxieme cas particulier 

ConsidCTons maintenant une ^-extension cyclique L/K pour laquelle ir^^/xl = 1- 
Comme precedemment le tlieoreme ^-adique de la norme de Hasse |Rel) nous donne : 
{d^L/K ■ d^L/xT^L) = 1 - 
Par le tlieoreme 3.1.1, 11 vient : 

{Cil : C£^^^^){£k ■■ £k n Nl/M = 1 . 

II s’agit alors d’un produit de deux entiers valant 1, nous obtenons alors les egalites sui- 
vantes compte tenu des relations d’inclusion : 

= al = NL/KC£L ^k^n^/kTIl. 


3.5 Corollaire : version logarithmique du theoreme de I’ideal principal 

Corollaire 2. Supposons que LjK soil une i-extension cyclique logarithmiquement non 
ramifiee, satisfaisant la conjecture de Gross, il existe alors des diviseurs logarithmiques de 
K non principaux qui deviennent principaux par extension dans L. 


Demonstration. Soit j le morphisme d’extension de CH-k dans C£l 

" ~ ~ G 

Comme I’extension est supposee cyclique, nous avons jiClx) ^ C^l- 

D’apres )Ja2| , nous avons I’inegalite suivante sur sur le groupe des classes logarithmique 
ambiges pour une ^-extension cyclique : 


\CiL\ < \C£k\ 


ripGP^i^ dp{L/d^) OpGP^^ 

[L- : K-]{£k : £k C Nl/kT^l) 




Or id L/K est supposee logarithmiquement non ramihee, compte-tenu de la sous-section 
precedente, nous obtenons I’inegalite simplihee : 


\j{ceK)\ < \CiL\ < J^^|Hi(G,Z14)|. 
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Compte tenu de I’isomorphisme ~ j{C£K), nous en deduisons : 


|Kerj| > — 


[L= : 


B^iG,Dh)\ 


L’isomorphisme etabli par Jaulent IM] 


Hi(G, Ml) ^ 

^ ep{L/K) deg j^DIk 


nous conduit a 

|Kerj| > 1. 


□ 
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